< !

CAINT- CYR - SCiEN T

4l

. Ty . A I
< Anke L - 17

Notations.

N est PPenscmble des entiers naturels, R est Pensemble des nombres réels. R " = {xelR , X > O}

P\+*=R+—{O; .

La partie II est indépendante de la partie I, III 3) utilise II 3), III 4) utilise 1 3), IV 4) b) utilise III 3).

PARTIE 1

On considére les intégrales & = 17 dr _ 3B, = ._dt_n_.
. [ a+ %) a+ )

1) a) Pour quelles valeurs de ne N ces intégrales convergent-elles ?

b) Expriiner @ en fonction de 6n et Bn_ 1.Calculer ﬁn, en déduire a;, .

n
2) Démontrer 'inégalité : lﬁn' < " _ (minorer (1+ t?) par 1 + nt?). En déduire lim 8,

2v/n n>e°

et lim o .
n

n>o°

n
3) Onpose S, = X @, . Démontrer ’inégalité :

pP=2

dt
S e
En déduire que la série T a, converge.
cutouter  lAX3X X(:n-3)>
a=\2X4X...X 2n 4
PARTIE 11

Dans cette partie a est un nombre réeltelque 0 <a <1 .

h :t — h(t) estune application de [0, 1[ vers R vérifiant la propriété P suivante :

P : h estcontinuesur [0,1] et H (@) = M_ a une limite finie quant ¢ tend vers 0.
3 .

Si H est le prolongement par continuité de H (#) sur [0, 1[ onpose: A = sup |H (f)l »
te{0,a]
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1) Montrer que les fonciions :

h :t — 1 re R
(a-r’y
1-1)"
h,:t — a-1 se R
-1y
véiificat la propriété P.
2) Onposepbur 0<x<a,elR"™
X X
ka(x)=x7\[ M A(x):xxf E—(tldt
a t)\+1 a a A
t

X A1 fx
k(x)=+‘/t h(t)dt A(x)=_%_/ M H@ A .
X [s) x A

a) Démontrer les inégalités :

A
AG | A |x-Z | sid#
|l-—7\| !
A, (x) |< Ax [Log ] siA=1
A | <A
A+l
b) Déduire dua) :
h
lim k (x) = -—._9_)_
x>0 A
lim & (x) =h_(_(2
x>0 A

3) Onpose pour @e R*™* e R*™™ ,0<x <1

_ 2“ X g—
foy =4=x f L
. xB o (l—tz)a !

g(x) = (1—x) f—f:'——dz
| % (1—t2)a+l

a) Montrer que lim f (x) = 1
x»o+ B
b) Montrer que lim g(x) = __1__
x> Katl
(poser ¢t =1 —u et y=1-x)

En déduire lim f(x}.

x>



PARTIE III

Dans cette partie a > — 1, & > 0. On considére la série entiére
—afa+l) ... (atn-1) pour n > 1 .

ou u
n b(b+1i) ..... (b+n-1)

Tu xn
n

1) Vérifier que le rayon de convergence de la série est 1.
2) Onpose ¢ (x) = 1+Z u xin pour Ix | < 1. Montrer que ¢ vérifie I'équation différentielle :
1
x (1-x2) y’ + 2 [(b=1) —ax’}y = 2(b-1) .

(E)

3) Onsuppose & > 1 et b —a > 1.
a) Déterminer la solution générale de (E) sur |1~ 1,0 U ]0,1[ . En déduire 'expression de ¢ (x).

b) Déterminer lim ¢ (x) .
x>1
4) On suppose b =1, a = - —l— . Déterminer ¢ (x), en déduire en utilisant 13) que 2 u, xn
converge absolument pour 1 x| = 1 et que ¢ est continue pour Ix | = 1 :

PARTIE 1V

On se propose de démontrer la convergence de Zu définie au I et de calculer sa somme pour b > 1

1) Démontrerpour @ > 1 et n =21 .
) E - < - comparer a I'intégrale d >
ntTl pa (a__ l) na‘-l , t(l'

2) Etudier pour x 2> 1 les variations de la fonction :
xta (x +b—1

B (x) iy

ba +
ae R , be R" ) b—a >1.
x+b .

En déduire u (x) < 0 pour x > 1.

_af@+l) .... (@+tn-1) y = o
BB+ ... G+rn-1)" " (ntb-1)*

3) On considére pour & > 0, a > ~ 1 lesséries Zu, ¢t Zv determe général pour n > 1

a=1si b—-—a<1l.

avec :
o¢=h—asib-a>1,

%
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a) Démontrer les inégalités :

Uyt Yt
2 < si b—a>1
: u v
n n
Up+q Yty '
= si b—-—a<g 1.
u y :
n n
En déduire :
A3) u, |l< la| 2! v si b—a>1
u, l 2 |a]| v, si b-ag1l

b) Nature de la série Z u_ suivant les valeurs attribuéesa b — a

4) Onsuppose b —a > 1etsoit ¢ la fonction définie dans III 2).

a) Démontrer pour n fixé I'inégalité :

n 00
) o) —e) | <-x?) Z plu |+ 2 |u
P=1 p nt1] P
En déduire I'inégalité pour b > 1
' p*~! lal
®) o(x) — () | <A-x) nS + ————
. (a—1)n2—1
od:

a=b-a S=§;

(utiliser les inégalités (1) et (3) .
, 1
b) En prenant n tel que

montrer que ¢ est continue pour lx | = 1
2v/1-x*

En déduire 1a valeurde Z fu, | pour b > 1.
1



